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Resumen’: La articulacion de la rodilla es fundamental para el movimiento y
equilibrio del cuerpo humano. La misma posee un material poroso y elastico,
capaz de exudar y absorber liquido sinovial que circula por el canal de
lubricacion formado entre las superficies en contacto: el cartilago articular.

Ante estados patolégicos avanzados, esta articulacion debe ser
reemplazada por protesis de rodilla. No obstante, estas ultimas funcionan
adecuadamente a lo sumo 15 afios. Una de las principales causas de falla en
estos implantes es el desgaste del polietiieno del componente tibial debido,
entre otros factores, al rozamiento que se produce entre las superficies
artificiales en movimiento.

Modelos anteriores mostraron que la caracteristica porosa del cartilago
articular reduce el coeficiente de friccion, utilizando liquido sinovial de
caracteristicas newtonianas como lubricante. Estudios mecéanicos ex vivo
mostraron que el liquido sinovial tiene un comportamiento no newtoniano con
caracteristicas pseudoplasticas.

En este trabajo se resuelve un modelo de lubricacién de la zona de
contacto de una junta sinovial con sustrato poroso, lubricada con liquido de
caracteristicas no newtonianas trabajando en movimiento pleno, valido para
rodilla natural y protesis de rodilla.

Los resultados muestran que la caracteristica no newtoniana del fluido
sinovial acentlda el proceso de autolubricacién del sustrato poroso, reduciendo
aun mas el coeficiente de friccion en rodillas naturales. Un modelo para
protesis de rodilla con dicho fluido, predice un mejor funcionamiento mecénico
con reduccion de la friccion en el componente tibial, el cual deberia poseer baja
regidez para complementar el beneficio de la porosidad evitando el desgaste
por abrasion.

Palabras claves: Protesis de rodilla, elementos finitos, fluido no newtoniano,
sustrato poroso, desgaste.

" Gran parte de estos resultados seran enviados en breve a la revista especializada THE KNEE
de Elsevier.



1 INTRODUCCION

La articulacion sinovial de la rodilla cumple una funcion fundamental en la
movilidad y estabilidad del cuerpo humano. Gracias al funcionamiento de la
misma, un individuo puede desenvolverse con mayor facilidad en un ambiente
social cada vez mas exigente y a la vez no dependera de otras personas para
realizar las tareas basicas en el hogar o en su trabajo.

Cuando debido a la edad, a alguna patologia (adquirida o congénita) o
accidente, la articulacién se desgasta o se destruye severamente, hay que
recurrir a su reemplazo parcial o total para devolverle al paciente la movilidad
que le permita seguir llevando su ritmo de vida habitual con un minimo de
restricciones. En la actualidad, esto se soluciona reemplazando la articulacién
dafiada por una protesis de rodilla, que consta de un componente femoral
metélico y un componente tibial de base metdlica y superficie polimérica
(polietileno de ultra alta peso molecular).

No obstante, surge el inconveniente de que la vida atil de dichos reemplazos no
supera los 15 afios. En personas jovenes y/o con un alto grado de actividad,
esto puede devenir en nuevas intervenciones con padecimientos psico-fisicos
de importancia, con el agravante de que una prétesis desgastada y aflojada no
siempre puede ser recambiada pues los resultados de una segunda operacion
no son tan buenos.

El desgaste del polietileno es considerado actualmente una de las principales
causas de la falla de las proétesis de rodilla. Es fundamental entonces que se
puedan desarrollar nuevos materiales u optimizar los ya existentes para que
resulten mas resistentes al desgaste y que, por ende, las protesis de las que
forman parte sean més duraderas [1].

Una de las principales diferencias entre una rodilla natural y un reemplazo
artificial es que la primera posee un tejido articular altamente especializado
para el eficiente funcionamiento mecénico de la articulacion: el cartilago
articular. EI mismo, es un material poroso con capacidad de exudar y absorber
fluido sinovial ante estados de deformacion, generando un mecanismo de
autolubricacion que contribuye a reducir los coeficientes de friccidn, logrando
valores muy pequefios (tipicamente entre 0,005 y 0,0025 [2]).

Estudios numeéricos anteriores sobre un modelo matematico de lubricacion de
rodilla [3,4,5] mostraron el beneficio de la caracteristica porosa del cartilago
articular en la reduccion del coeficiente de friccion. En dicho modelo se
considerd al liquido sinovial con caracteristicas newtonianas, pero estudios
mecanicos realizados sobre este fluido ex vivo mostraron que el mismo
presenta un comportamiento no newtoniano, pudiendo ser modelado como ley
de potencia [6,7].

En funcién de realizar un avance en el conocimiento de los factores mecanicos
que llevan a un eficiente comportamiento mecanico de la rodilla para poder
disefiar materiales mas duraderos, en este trabajo se realizara un estudio
numerico por medio de la solucion de un modelo matematico de lubricacién de
la rodilla en movimiento pleno y estado estacionario, incluyendo Ila
caracteristica no newtoniana del fluido sinovial, a través de una robusta técnica
numérica basada en el método de elementos finitos y el método de Newton.



Luego, mediante la adaptaciéon del modelo mencionado a una hipotética
prétesis de rodilla en las mismas condiciones de funcionamiento que la rodilla
natural, se realizan predicciones numéricas de los rangos de valores para los
parametros materiales de un sustrato poroso de baja rigidez adherido al
componente tibial que tienda a reducir el rozamiento y por lo tanto a alargar la
vida util de las protesis. El cédigo computacional, de factura propia, puede ser
ejecutado en computadoras personales actuales.

2 MODELO

De la observacion anatémica de la rodilla natural y morfolégica de las prétesis
que la reemplazan, surgen las siguientes consideraciones que llevan al modelo
geométrico general:

e La rodilla se encuentra suficientemente reforzada por los ligamentos,
tendones y musculos que la rodean. Esto le confiere estabilidad y asegura
que los elementos en contacto mantengan sus posiciones en pleno
movimiento, reduciendo los grados de libertad a modelar. Es conocido que
anatomicamente, el conjunto osteoartromuscular y ligamentario de la rodilla
le permite tener principalmente un Unico grado de libertad, el de rotacion en
torno a un eje que pase aproximadamente por los condilos femorales,
trabajando la rodilla como una bisagra .

e Las protesis de rodilla tienen la misma forma que los elementos que
reemplazan, por lo tanto las consideraciones del punto anterior se
mantienen. Estan construidas con un componente femoral metélico, de alto
modulo elastico, y un componente tibial de superficie polimérica, con un
mddulo eléstico tres 6rdenes de magnitud menor que el anterior. Gracias a
estas caracteristicas, en este trabajo se asumird al primero como un
material perfectamente rigido mientras que al segundo como un material
elastico muy deformable.

e Debido a la pequefia curvatura de los elementos en la direccion axial de la
zona de contacto, frente a las dimensiones de las protesis, estos ultimos se
pueden modelar como dos cilindros en contacto longitudinal.

e La zona de contacto esta lubricada por el liquido sinovial, por lo que existe
un canal de lubricacion.

La figura 1 muestra una vista lateral de los cilindros en un hipotético estado
indeformado en el cual el componente femoral parece introducirse en el tibial
una distancia 2H, representando la accion de una carga W en direccidon
diametral, perpendicular al eje X.

En el caso de la rodilla natural, ambos componentes estan recubiertos por una
capa superficial de un sustrato elastico y poroso de espesor L (cartilago
articular), capaz de exudar liquido intersticial por compactacién. En cuanto a la
prétesis de rodilla propuesta, se mantienen las dimensiones de los cilindros
pero unicamente el componente tibial poseera el recubrimiento de un sustrato
poroso de baja rigidez.



El componente femoral se encuentra ademas realizando un movimiento de
rotacion sobre el componente tibial con una velocidad tangencial 2V,
representando el movimiento relativo pleno entre los elementos.
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Figura 1: Representacién simplificada de la regién de contacto lubricado de una junta
sinovial cargada en un hipotético estado indeformado.

Dadas las similitudes sefaladas entre la rodilla natural y su prétesis,
seguidamente se desarrollara un modelo genérico, cuya validez para cada
articulacion dependera del valor de un determinado parametro (o).

De la figura 1, surgen las ecuaciones de las superficies cilindricas cuyo
desarrollo puede verse en [8]. La geometria indeformada de los cilindros, en
virtud de que la zona en estudio es mucho mas pequefia que las dimensiones
de la prétesis, queda descripta por la parabola mas cercana al contorno de
cada superficie en la zona central de contacto. La ecuacion de la altura del
canal de lubricacion se obtuvo restando las curvas mencionadas, y sumando la
deformacion de el/los sustrato/s [9]. Esta ecuacion es:

11 1],
H(X):—ZHO +E|:€—€:|X +aD(X)

donde D(X) es la deformacién de un sustrato. Para las protesis de rodilla a=1,
mientras que para la rodilla natural, la deformacion total es la suma de las
deformaciones de los dos cartilagos articulares, (ambos idénticos), es decir que
o=2.

Definiendo %[i—i} = % donde R es el radio equivalente, la ecuacion

R

anterior queda
H(X):—2H0+%X2+aD(X). 1)



Definiendo las longitudes caracteristicas en las direcciones X e Y como (RL)*?

y L respectivamente, la version adimensional de la ecuacion 1 queda:
h(x) = -2h, + x> + a d(X), (2)

El modelo del contacto entre los condilos responde a un estado de deformacion
plana [4,5]. En virtud de que el sustrato considerado en este trabajo (tanto para
rodilla como para protesis) tiene un espesor muy pequefio con respecto a la
zona de carga, se puede utilizar la aproximacion conocida como deformacién
unidimensional de columna, la cual expresa que la deformacion local del
sustrato depende Unicamente de la presion local del fluido:

P(X)

DX)=—7

L 3)

donde E"=(1-v)E / [(1+v)(1-2V)], siendo E y v el modulo elastico y el coeficiente
de Poisson del material respectivamente.

En variables adimensionales, la ecuacion (3) se puede escribir:
d(x) =N, p(x), (4)

donde Ne = & 1o V / L E" (R / L)¥? es un nimero adimensional que relaciona
las fuerzas viscosas y las fuerzas elasticas del sistema y, como se dijo, «toma
el valor 1 para protesis de rodilla y el valor 2 para rodilla natural.

Mediante un estudio biomecanico de la marcha humana normal [10], puede
deducirse que el periodo de estancamiento es el mas exigente para la rodilla
de la pierna que se encuentra en apoyo y por ende, el momento en que puede
generarse mayor desgaste del sustrato. EI mecanismo de lubricacion reinante
en esta fase es el elastohidrodinamico, donde se presenta el fenbmeno de
deformacion del sustrato debido al campo de presiones desarrollado en el
fluido sinovial que es arrastrado hacia la zona de contacto por el movimiento
relativo entre las superficies. De esta manera se genera un campo de
presiones en el fluido yaciente en el canal de lubricacion que aleja las
superficies de la junta evitando el contacto directo de los sélidos.

Debido a que los sustratos considerados en este modelo aportan fluido desde
sus poros, el mecanismo de lubricacion mencionado recibe la denominacion de
poro-elastohidrodindmico [3].

El fluido arrastrado por las superficies articulares durante su movimiento,
adquiere dentro del canal lubricante un perfil de velocidades Couette (perfil que
varia linealmente a lo largo de la altura del canal). En la zona del contacto, la
aparicion de gradientes de presion dentro del fluido, superpone al flujo principal
de Couette, un perfil de velocidades de Poiseuille (parabdlico) cuando el fluido
es newtoniano. En cada posicion del canal, el perfil de velocidades posee
entonces una parte lineal y una parabdlica.



En el caso en analisis, el flujo del fluido no newtoniano, tendra una componente
de flujo principal y otra componente que se piensa como una perturbacién de
dicho flujo principal. A través del método de las velocidades perturbadas [11]
(ver apéndice) junto con la aproximacion de lubricacion valida debido a la
pequefia curvatura de las superficies en la zona de contacto, se obtiene la
ecuacion de lubricacion de Reynolds modificada para una junta lubricada con
fluido sinovial no newtoniano en movimiento pleno y estado estacionario. Esta
ecuacion en forma integral es:

P(X)=12n4,[" HH(— w)}“}VH -Q. 4,

o H H3

Definiendo la presién caracteristica como Pc= (uo V / L)(R/L)*? 10°, la ecuacién
anterior quedara en forma adimensional de la siguiente manera:

p(X) =12x107° nJ:Xb p h_hf Ge gx (5)

-1
h(-) )’ o . . . .
U= (%j es la viscosidad equivalente promediada en forma adimensional
X

que surge del modelo de ley de potencia para el fluido sinovial, mientras que n
es el exponente adimensional de la ley de potencia, valor que puede oscilar
entre 0,0 y 1,0 y puede ser tomado como un parametro. h(-«) simboliza la
altura del canal al comienzo en un punto alejado del centro del contacto.

Debido al término h™ en la ecuacién (5) la presion tendra valores elevados en
las zonas donde el canal es estrecho (zona de contacto). Por el contrario, en
los extremos del dominio donde la altura del canal es grande la presion baja a
los valores ambientales. Esta presion ambiente serd tomada como presion de
referencia y considerada cero.

Para evitar que en los resultados aparezcan presiones subambientes espureas,
se adoptan las llamadas condiciones de contorno de Reynolds: a la entrada del
contacto, donde el canal de flujo es convergente, la presion toma el valor de
referencia lejos de la linea de centros (x — -) y, a la salida del contacto,

donde el canal es divergente, la presion se anula en un punto cuya ubicacién x
se desconoce. Asimismo, a la salida del contacto, la presion se reduce
suavemente hacia el valor ambiental para satisfacer el balance de masa en
dicha region. En suma, las condiciones de contorno que cumple la distribucion
de presion son:

X =-b, p=0

(6)
X=X, p=dp/dx=0

Donde b es el infinito fisico; b=B/(RL)*? y B es igual a 1,5 veces el semiancho
del contacto hertziano [9]. Valores de B mayores no implican cambios en los
resultados.



La determinacion de la ubicacién de x involucra una incégnita adicional que se
resuelve a través de la condicién de gradiente de presion nulo a la salida del
canal. Esta condicion introducida en la derivada de (5) permite escribir:

h. =2q,| ()

X

En forma analoga, la condicién de presién nula, introducida en la ecuacion (5),
permite obtener una ecuacién para el caudal de entrada Qe(- B):

0=j* h(-b) " h-2q, "
| h(x) h

Como ya se ha expuesto, la lubricacion de las articulaciones
diartrodiales se realiza mediante la formacion de una capa de fluido entre las
dos superficies. Dicho fluido proviene de dos fuentes: una es fluido sinovial
secretado por la membrana sinovial y arrastrado hacia la zona de contacto por
el movimiento de las superficies articulares; la otra es fluido intersticial de
composicién similar al sinovial que es exudado por el cartilago debido a la
deformacion que éste experimenta cuando se lo somete a una carga.

. E—oo
=—-_______>__
QX)) — o —= Q(x)+dQ,
\ / |
[ | L
N T art | F—— __“:'L
dx o Eu{-) 4
* dx

Figura 2: Representacion del aporte de fluido al caudal circulante en una
pequefia porcion del dominio. El ancho en la direccién axial es
unitario.

La figura 2 representa la configuracion equivalente del modelo geométrico, de
la cual surge la ecuacioén (1). Por lo tanto, el siguiente desarrollo es valido tanto
para rodilla natural como para prétesis de rodilla.

Como se puede ver en la figura 2, entre dos secciones cualesquiera
distanciadas un dX, el caudal entrante y saliente difieren en lo agregado o
absorbido por el sustrato debido a la compactacion o expansion sufrida por las
variaciones de presion. Como no hay flujo transversal (direccion perpendicular
a la hoja), el caudal solo depende de X. Para establecer esta dependencia, se
analiza el balance de masa entre dos secciones del canal muy préximas una de
otra. La diferencia de caudal entre estas secciones, es el caudal aportado o
absorbido por la deformacién del sustrato en el tiempo (T) en que las particulas
de fluido traspasan ambas secciones; es decir:



dQ, =dY’ ‘;—); 0 =2vodY’ )

donde 2V =dX/dTy fes el denominado factor de exudacion, que expresa la
relacion entre el volumen de fluido exudado y el volumen total deformado del
sustrato. & guarda una relacién directa pero desconocida con la porosidad y
podrd medirse experimentalmente a través de convenientes ensayos de
compactacion. Su utilizacion como parametro en el algoritmo, permite encontrar
su valor mas recomendable para el mejor funcionamiento de una protesis.

Integrando miembro a miembro la ecuacién (8), se tiene:

Qe(X) L ,
erFB) dQ, = 2ve| _dy
donde (-B), ya definido, es una posicién suficientemente alejada de la entrada
del canal.

Por ultimo, el caudal de fluido en cada posicién del canal es:
Q.(X)=Q.(-B) + 2vo D(X) 9

La ecuacion (9) muestra explicitamente la influencia del sustrato poroso sobre
el caudal circulante entre las superficies articulares. Puede observarse que en
el caso de un material no poroso, el valor del coeficiente de exudacién seria
cero y el caudal resultaria constante en todo el dominio considerado. Sin
embargo, la existencia del sustrato permeable poroso genera un caudal
variable dependiendo de Ila deformacion del cartilago, confirmando
tedricamente la hipotesis del mecanismo de autolubricacion en juntas con
dichos materiales.

Definiendo el caudal caracteristico como Q.= 2 V L, surge la expresion
adimensional de la ecuacion (9), la cual es:

0.(x) = . (-b) %ed(x). (10)

La carga de contacto que recibe la junta en la marcha normal, puede llegar a
triplicar el peso corporal debido a que las fuerzas sobre la rodilla son casi
siempre excéntricas en relacion al centro de gravedad del cuerpo [2]. La mayor
parte de la carga es creada por contraccidon de los muasculos, los cuales
producen la apertura de la articulacion en movimiento. Esta carga es
contrarrestada por la presion generada en el fluido sinovial. En forma
adimensional, se puede expresar como:

W= J' _ib p(x) dx. (10)

Las fuerzas tangenciales de friccion f;,, por unidad de longitud axial en cada
una de las superficies articulares, estan dadas por la integral del esfuerzo
cortante tyx en toda la extension del contacto. En forma adimensional, se tiene:

f,, :J-_b 7., dX



donde los subindices 1 y 2 significan la fuerza de friccion sobre la superficie
tibial y femoral respectivamente.

En virtud de la pequefia curvatura de las superficies, el esfuerzo cortante se
determina aproximando el canal en cada posicion como dos pequefias placas
paralelas separadas por una distancia igual a la altura local del canal [8]. En
forma adimensional:

leqlNF{h(-b)} ) h—fqe_{h(-b)} 7 2Ngp wn
2 h(x) h h(x) h

donde Ner =12 (L/ R)*? 10° y Ngp= Ner/12

Por dltimo, se define el factor de friccibn ¢ en cada superficie articular como el
cociente entre la fuerza de friccion y la carga actuante sobre el contacto, es
decir:

¢1,2 = f1,2 (12)

W
3 METODOLOGIA DE SOLUCION

La solucién numérica de las ecuaciones del modelo presentan cierto grado de
complejidad debido a :

e EIl fuerte acoplamiento que existe entre la ecuacidon de Reynolds y la
deformacion del sustrato.

e La indeterminacién a priori de la frontera libre, lo cual implica el
desconocimiento del dominio en el cual deben resolverse numéricamente las
ecuaciones.

e Lano linealidad de la ecuacion de Reynolds.

En este trabajo se utilizé una robusta técnica computacional basada en [3,4,9]:
1. Discretizacion de las ecuaciones por el método de elementos Finitos y los
residuos ponderados de Galerkin.

2. Solucion simultanea de las ecuaciones por medio del método de Newton,
involucrando en cada iteracion la determinaciéon del dominio del problema
(ubicacién de la frontera libre).

3. Discretizacion adaptable en funcion de cada nueva posicion de la frontera

libre x y de una distribucién nodal inicial.
4. Continuacion paramétrica con control del paso del parametro utilizado.

El método de elementos finitos (MEF) tiene por objeto transformar el sistema
de ecuaciones diferenciales, integrales o integrodiferenciales en un conjunto de
ecuaciones algebraicas que pueden resolverse computacionalmente, donde las
incognitas de las mismas son los valores de las variables del sistema original
en puntos seleccionados del dominio espacial denominados nodos. Para ello,
el dominio donde se definen las ecuaciones originales, es dividido en porciones
colindantes denominados elementos en los cuales se aproximan las funciones
incégnitas por medio de funciones de aproximacion polinémicas conocidas [9].

El manejo de la frontera libre X y la adaptabilidad de la discretizacion nodal en
funcion de ella, consiste en una implementacion unidimensional del método de

9



los spines creado para la localizacién de superficies libres. En este caso, los
nodos cuya posicion se varia en cada iteracién, son los que se encuentran
desde el centro del dominio hasta la frontera libre mientras que los restantes se
mantienen fijos. La metodologia de solucion descripta fue también empleada en
[3,4,5].

Los resultados que se presentan fueron obtenidos en una PC Pentium Il de 233
MHz con 256 Mb de RAM para una distribucién nodal compuesta por 140
nodos convenientemente dispuestos. El tiempo de cOmputo es de
aproximadamente 5 segundos por iteracion, requiriéndose para cada
convergencia entre 3 y 5 iteraciones de Newton para cada valor del parametro
de continuacion. La obtencion de los resultados mostrados insumio un total
cercano a 200 modificaciones de los parametros.

La ejecucion del codigo se realizé para un conjunto de constantes fisicas y
operativas de una rodilla humana y de una protesis de rodilla, las cuales se
presentan en la Tabla I. Para rodilla natural, se sigui6 un proceso de
continuacion paramétrica en tres de los parametros del sistema: la carga, el
factor de exudacion y el exponente de la viscosidad equivalente promediada.
Para prétesis de rodilla, se realizé continuacion paramétrica para cuatro
parametros, o sea que ademas de los nombrados anteriormente, también se
varié el numero elastico N para estudiar el efecto de materiales con distintos
modulos elasticos.

Denominacion Simbolo Rodilla Natural Protesis de Rodilla
Radio del cilindro equivalente R 0,700 m 0,700 m
Velocidad tangencial media de |V 1,91x107% m/s 1,91x107% m/s
las superficies en contacto
Viscosidad a la entrada del | u(-B)= u, 1,00 Pas 1,00 Pas
canal
Modulo elastico del sustrato |E 1,6x10’ Pa 2,0x10" Pa a
poroso 5,0x10° Pa
Exponente de viscosidad del |N 1,00 a 0,60 1,00 a 0,40
fluido lubricante
Coeficiente de exudacion del | g 0,00 a 1,00 0,00 a 1,00
sustrato
Coeficiente de Poisson del | v 0,40 0,40
sustrato poroso
Espesor del sustrato poroso L 1,2x10°m 1,00x10° m
Posicién de ingreso a la zona |-B -3,97x10° m -3,97x10° m
de contacto lubricado
Carga sobre el contacto w 1,15x10* N/m 7,36x10* N/m

Tabla I: Parametros fisicos y operativos de una articulacion de rodilla natural y su
protesis.

4 RESULTADOS

4-1 Validacion del modelo.

El modelo planteado ha sido validado con las mediciones del coeficiente de
friccion realizadas por Bennett y Higginson [12], sobre un mecanismo lubricado
en condiciones elastohidrodinamicas compuesto por un cilindro rigido giratorio
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sobre un sustrato plano de baja rigidez. Para cada medicion, el cilindro fue
mantenido en contacto lineal sobre el sustrato, sometido a una carga de
1,75x10° N/m vy velocidad angular constante. El lubricante empleado en la
experiencia fue aceite de viscosidad # = 0,10 Pa.s (fluido de caracteristicas
newtonianas) y el sustrato utilizado, un polimero no poroso de 1,27 mm de
espesor y de médulo elastico E=48,0 MPa.

En la figura 3 se muestran los resultados de este trabajo superpuestos a los
resultados experimentales. Puede verse la aceptable concordancia de los
mismos, siendo notable la aptitud del algoritmo para arrojar resultados en todo
el rango de velocidades tangenciales del rodillo.

En la zona de muy bajas velocidades tangenciales el canal de flujo de
lubricante es delgado, permitiendo el contacto solido-sdlido entre las asperezas
del rodillo y el sustrato del equipo de experimentacién, que da lugar a una alta
friccion. Como el modelo no contempla esta situacion, las curvas se separan en
esta zona.

Para velocidades tangenciales elevadas, las mediciones estan por encima de
los resultados tedricos. Las diferencias encontradas pueden deberse a que el
mecanismo real posiblemente no cumpla estrictamente con las hipétesis
simplificatorias establecidas. Las juntas sinoviales trabajan en la zona de bajas
velocidades y altas cargas.

Los resultados satisfactorios que surgen de validar el modelo con mediciones
reales, proporcionan el suficiente respaldo para confiar en los resultados. Las
conclusiones que se obtendran de los mismos seran validas fundamentalmente
desde el punto de vista cualitativo, debido a que falta la comprobacion
experimental en el caso de sustratos porosos y fluido no newtoniano.
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Figura (3): Validacion de las predicciones del modelo con los resultados experimentales
de Bennet y Higginson [12].
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4-2 Influencia de la caracteristica no newtoniana del liguido sinovial en
articulaciones humanas naturales (a=2).

Resultados previos a este trabajo, correspondientes a un modelo con lubricante
newtoniano, indicaron que el factor de exudacibn es un parametro de
fundamental importancia para el buen funcionamiento de la articulacién debido
a que promueve un efecto de autolubricacion del contacto al minimizar el
caudal neto externo que debe ingresar y egresar del canal de flujo. Asimismo,
este fendbmeno, va acompafiado de la reduccion del coeficiente de friccidon
respecto a un hipotético cartilago no poroso. Estas dos caracteristicas parecen
explicar la escasa friccibn y el exiguo desgaste que manifiestan las
articulaciones.

El analisis que aqui se presenta involucrando la pseudoplasticidad del fluido
sinovial refuerza esta idea debido a que, como se ver4d mas adelante, dicha
caracteristica acenta aun mas la autolubricacion y el descenso del factor de
friccion.

La carga de 1,15x10* N/m corresponde a uno de los dos contactos entre
condilo y plateau tibial de cada rodilla. Si se estipula una longitud axial para el
contacto igual al ancho de la curva de presién (aproximadamente 0,016 m), la
carga total correspondera a una persona de unos 730 N de peso.

Los resultados se obtuvieron con la siguiente secuencia: se establecieron los
parametros para solidos no porosos (6= 0,0) y fluido newtoniano (n = 1,0) y se
obtuvo un primer resultado para una carga muy baja (=~ 0,0), donde las
presiones y las deformaciones pudieron inicializarse con ceros; de alli y por
continuacion paramétrica se fue aumentando la carga hasta alcanzar el valor
adimensional de 0,01, luego, manteniendo constante dicho valor de carga se
realiz6 continuacion paramétrica en el parametro ¢ hasta el valor 0,1 y por
altimo, con la carga y @ constantes se obtuvieron resultados por continuacién
paramétrica en n hasta el valor limite mas alla del cual el cédigo deja de
converger. Este ultimo proceso de modificacion de n fue realizado para dos
valores distintos de ¢: 0,05y 0,1.

La figura 4 muestra como varia el campo de presiones producido en el fluido
para 6 = 0,1 y tres valores del exponente n: 1,0, 0,9 y 0,8. La distribucion de
presién, a medida que disminuye n, va tomando la forma de semi-elipse
correspondiente al contacto seco o hertziano, debido a que el fluido se va
haciendo cada vez menos viscoso y para n = 0,8, el régimen ya es de cargas
elevadas [8]. Se nota el aumento de las presiones maximas durante este
mismo proceso que llega a un 2,4%, lo cual indica mayores deformaciones y
por ende mayor actividad de los cartilagos en cuanto a la exudacion y
absorcion de fluido.
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Figura 4: Distribuciones de presion segun el modelo de rodilla natural para
distintos valores de n.
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Figura 5: Variacién del canal de lubricacién para rodilla natural en funcién de n.

Las formas del canal en correspondencia a las presiones de la figura 4, pueden
verse en la figura 5. La forma de cuia del canal de flujo en la zona de altas
presiones, produce aumentos de los gradientes de velocidad en la direccion
transversal al flujo y por lo tanto adelgazamiento (menor viscosidad) del fluido,
adelgazamiento que es mayor cuanto menor es n. Como la carga permanece
constante frente a la variacion de n, ante una disminucion de la viscosidad en
todo el contacto, el canal se estrecha en todos los puntos como compensacion,
ya que la presién es directamente proporcional a la viscosidad e inversamente
proporcional al cubo de la altura del canal (ver ec.(5)). Por ejemplo, en el centro

13



del contacto (x = 0,0) desde n = 1,0 a n = 0,8, el canal se ha reducido un 40%.
Las pequeiias alturas del canal en la seccion de salida, son necesarias para la
satisfaccion del balance total de masa del fluido lubricante: el que circula por el
canal y el que llevan convectivamente los cartilagos.

T T T T T T T T T
1,0 == -
~a.
~
0,8 S o -
~
N
N
A Y
- \
\
\
N
\
0,6 S-oo -
2 =~o
~
~
0,4 —
n=10
----n=0.9
e n=0.8
0,2 +— —
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 6: Variacién de la viscosidad en los canales de flujode la figura 5.

En la figura 6 se ve la disminucion de la viscosidad equivalente promediada a lo
largo del flujo, en relacién directa a la disminucion monétona del canal hasta el
final del contacto, para los tres valores de n elegidos. Para n = 0,8, la
viscosidad a la salida del contacto es del orden del 24% de la viscosidad
ambiental (1,0 Pa s) tomada en la seccion de entrada al canal; ello permite
inferir que a pesar de los elevados gradientes de velocidad en la estrecha
seccion de salida, las tensiones cortantes en el fluido y por lo tanto la friccion
sobre los solidos mantienen bajos valores.

T T T T

0,007

0,006

0,005

0,004

qe

0,003

0002 |- .

0001 | LR

Figura 7: Distribuciones del caudal circulante por los canales de la figura 5.
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Los caudales circulantes en cada seccion del canal se muestran en la figura 7.
Respecto al resultado correspondiente a n = 1,0, para n = 0,8 el caudal neto de
entrada se redujo en un 77% mientras que la diferencia entre el caudal maximo
y el caudal de entrada para cada n, pasé de un 82% a un 412%, evidenciando
la total magnificacion del mecanismo de autolubricacion.
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Figura 8: Patrones de exudacién-imbibicién correspondiente a los caudales
de la figura 7.

La figura 8 muestra las pendientes de las curvas de la figura 7 que
corresponden a los patrones de exudacion-absorcion de fluido a lo largo del
contacto. Cuando n disminuye aumenta la cantidad de fluido exudado durante
el tramo de crecimiento de la presion (hasta x=0,0), donde los cartilagos son
comprimidos, este fluido luego es absorbido en la zona de descompresion
(entre x=0,0 y x=X) donde los cartilagos se expanden respecto a su maxima
compresion experimentada alrededor de la linea de centros.

La variacion de los coeficientes de friccion en funcién de n para dos valores de
porosidad (0,05 y 0,10) se presenta en la figura 9. En ella puede verse cémo
los factores de friccion disminuyen conforme diminuye n para una determinada
porosidad, es decir al pasar de un fluido newtoniano a un fluido cada vez mas
pseudoplastico.

De esta manera se evidencia el papel fundamental de la caracteristica no
newtoniana del liquido sinovial en el eficiente funcionamiento mecanico de la
rodilla natural. Algunos modelos de juntas sinoviales y maquinas de ensayo
para protesis, obtienen sus resultados de juntas inmersas en un liquido con
caracteristicas newtonianas. Esto puede devenir en errores importantes debido
a que, como se vié en las sucesivas curvas, las variables mecanicas sufren
importantes cambios con liquidos de diferente grado de pseudoplasticidad.
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En funcion de aplicar estos resultados al desarrollo de materiales mas
eficientes para protesis de rodilla, se estudiara el comportamiento mecénico de
una protesis de rodilla con un sustrato poroso inmersa en liquido sinovial no
newtoniano, trabajando en estado estacionario durante una de las partes mas
exigentes de la marcha normal.
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Figura 9: Coeficientes de friccion para dos valores
del factor de exudacion.

4.3 Predicciones para un polimero poroso de baja rigidez para protesis de
rodilla (a=1)

Desde el punto de vista mecanico, existen basicamente dos medios a través de
los cuales puede producirse desgaste por rozamiento en el componente tibial
de las protesis de rodilla: la abrasion y los esfuerzos cortantes del fluido
sinovial sobre la superficie polimérica..

El desgaste abrasivo ocurre entre dos superficies con diferente dureza relativa.
Mediante este mecanismo, cuando la separacién entre las superficies en
movimiento es menor que el tamafo de las rugosidades del polietileno y las
asperezas del metal, estas Uultimas, al ser mas duras, generan un
desprendimiento de particulas del polimero en la zona de contacto, generando
elevados coeficientes de friccion como se mostré en las mediciones de la figura
3 (zona de muy bajas velocidades).

Los esfuerzos cortantes contribuyen al fenébmeno de desgaste debido a que
las fuerzas tangenciales que se producen sobre la superficie polimérica en
movimiento pueden promover un proceso de fatiga y generar su delaminacion.
Por otra parte, existe la posibilidad de que la carga y la friccion de la
articulacion produzcan fallas de adhesién en la interfase hueso-metal.

Si bien la solucién de las ecuaciones adimensionales puede representar varias
situaciones dimensionales, en razon de que la geometria y el movimiento de la
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protesis estan bastante acotados, para su mejor interpretacion los resultados
para los parametros de la Tabla | seran presentados con dimensiones.

Los resultados han sido obtenidos para una carga igual a tres veces el peso del
individuo de 735N [10]. Se ha considerado que la carga se divide en cada uno
de los céndilos de la prétesis y se ha estipulado para ellos, una longitud axial
igual al ancho de la curva de presion (~ 0,015 m).

Debido al comportamiento no newtoniano del fluido sinovial, debe conocerse el
valor de n mas representativo del mismo. Se han reportado valores de n = 0,40
correspondientes a mediciones ex vivo pero se carece de mediciones in vivo,
situacion donde es posible que el valor de n pueda variar por factores fisicos o
biol6gicos. Para la obtencién de los resultados hemos considerado un valor
minimo de n = 0,60, mas alla del cual los resultados (espesores de lubricante
menores a 0,10 #m) pueden apartarse del rango de validez de las hipotesis de
los medios continuos, que dan sustento al modelo propuesto en este trabajo.

En la figura 10 se ilustran canales de lubricacion para sustratos no porosos,
con fluido newtoniano y no newtoniano para n = 0,60 y para cuatro moédulos
elasticos distintos.

—e=e- E=20 Mpa
— E=40 Mpa
- - - E=107Mpa
----- E=500Mpa
6=0.00

H (um)

1 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
X (mm)
Figura 10: Separacion entre las superficie o altura del canal para sustratos no
porosos de distintos mddulos elasticos correspondiente al modelo de
prétesis.

Es significativa la disminucién del canal con el aumento del mdédulo elastico, lo
cual se potencia a medida que el coeficiente de viscosidad disminuye. Por
ejemplo, entre las alturas de canal minimas correspondientes a E = 20,0 MPay
E = 500 MPa, se produce una reduccién de un 62 % cuando n = 1,0 y a un
80 % cuando n = 0,60, con el agravante de que para el segundo caso, los
componentes de las protesis con sustratos mas rigidos se encontrarian
separados por una distancia inferior a la suma de las propias rugosidades
superficiales de los componentes de la misma. Los modelos y experiencias
que utilizan un fluido newtoniano, podrian obtener valores de rozamiento
menores a los que se producen en condiciones fisioldgicas.
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En el polietileno de las protesis actuales, se pueden lograr rugosidades que
varian en el rango de 0,20 a 0,36 um, mientras que para el metal, las
rugosidades son de alrededor de 0,02 x#m [13]. Si bien el modelo no contempla
la rugosidad superficial, de las curvas del canal para n=0,60 se puede inferir
gue en protesis cuyos sustratos tengan modulos elasticos mayores a 100 MPa
las superficies tendrian acercamientos que pueden provocar el contacto entre
las asperezas superficiales ya que el espesor de la pelicula lubricante es menor
a 0,4 um. Esto puede observarse con mayor detalle en la figura 11 donde se ha
aumentado la zona correspondiente a fluido no newtoniano de la figura 10.

Estas curvas predicen que en protesis con polimeros de alto modulo elastico
(comparado con el cartilago articular), no sélo aumentaria la friccion de la junta
sino también la probabilidad del desgaste abrasivo.
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Figura 11: Ampliacion de las curvas para fluido no Newtoniano de la figura 10.
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Figura 12: Variacién de la viscosidad a lo largo de todo el canal,
correspondiente a la figura 11.
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El hecho de que, como se observa en la figura 10, la caracteristica no
newtoniana del fluido sinovial predispone a separaciones muy pequefias entre
los componentes de la protesis, se justifica en que la disminucion de la
viscosidad del fluido observada en la figura 12, requiere compensarse con
canales mas estrechos para mantener una distribucion de presiones acorde
con la carga (ver ec. (5)), que en el proceso de variacibn de n se mantiene
constante.

Para los modulos elasticos considerados en la figura 10, las reducciones del
canal al pasar de n = 1,0 a n =0,60, son del 82%, 83%, 85% y 91% para 20,0
MPa, 40,0 MPa, 107 MPa y 500 MPa respectivamente.

La figura 13 por su parte, muestra que la reduccion de viscosidad por
pseudoplasticidad, al igual que en rodilla natural, tiene influencia en la
reduccion del coeficiente de friccion (por ende de la friccién) lo cual es un
aspecto beneficioso impulsado por dicha caracteristica del fluido sinovial. Entre
n =10y n = 0,60 la reduccion del coeficiente de friccion es de 78% para
20,0 MPa 'y 82% para 500 MPa.
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Figura 13: Coeficiente de friccion en funcion del coeficiente de viscosidad y el médulo elastico
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Figura 14: Canal de lubricacion para distintas capacidades de exudacion-absorcion

Anteriormente mencionamos que la reduccion del canal (producida por la
pseudoplasticidad del fluido sinovial) es perjudicial debido a que alienta un
posible contacto directo entre los sdlidos. Pero este hecho puede ser
contrarrestado por la capacidad de exudacién-imbibicion del sustrato que,
como muestra la figura 14, promueve un aumento del canal a lo largo de un
92% de la zona de maximo acercamiento de las superficies. Alli, el canal debe
permitir el flujo de una cantidad adicional de fluido que se agrega al torrente
principal debido a la exudacion del sustrato. Hacia el final del canal, el sustrato
reabsorbe todo el fluido exudado de manera que se satisfaga el balance global
de fluido entre la entrada y la salida de la region de generacion de presion. Este
mecanismo se muestra en la figura 15 .
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Figura 15: Mecanismo de exudacion-obsorcion para los sustratos

representados la figura 14.
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La capacidad de exudacién-absorcion del sustrato poroso tiene también
influencia sobre la friccion de la junta. La figura 16 muestra el coeficiente de
friccion, no soélo se ve reducido por materiales mas rigidos, sino también por el
mecanismo de liberacion-absorcion de fluido que induciria la porosidad del
sustrato supuesto respecto a un sustrato no poroso.
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Figura 16: Coeficiente de friccion en funcion del coeficiente de exudacion.

La disminucion en el factor de friccion es en algunos casos de hasta un 45 % si
los sustratos se construyesen con un @ 6ptimo, es decir el valor de @ para el
cual el coeficiente de friccion es minimo.

Si bien la construccion de sustratos con € 6ptimo reduciria la friccién
significativamente, es necesario considerar que dicho & éptimo es variable en
funcion de la carga como se ve en la figura 17. La utilizacion de un sustrato
poroso con un & en el entorno del éptimo, conllevaria cierto riesgo ya que una
eventual variacion de las condiciones de carga de la prétesis, haria posible su
funcionamiento en la zona de fuerte aumento de la friccion. Por ejemplo, si a un
paciente de 490 N de peso se le construye una proétesis conteniendo un
sustrato con el factor de exudacion optimo (6 = 0,0092), un eventual aumento
del peso de este individuo haria que con dicho valor de 6, su protesis pudiese
encontrarse en zonas de funcionamiento de fuerte friccion. En la figura 11 se ve
claramente este hecho entre las curvas correspondientes a 490 Ny 735 N de
peso corporal, donde el factor de exudacion éptimo pasa de 0,0092 a 0,0063
respectivamente.

En algunas publicaciones del area de ortopedia y traumatologia, se recomienda
la construccion de proétesis personalizadas segun las caracteristicas del
paciente. En lo que respecta a los aspectos anatémicos, esto seria beneficioso
ya que el implante se adaptaria adecuadamente al individuo. Pero desde el
punto de vista mecanico del sustrato poroso propuesto en este trabajo, no seria
conveniente realizar una adaptacion que tenga en cuenta el peso corporal ya
gue en pacientes con estos implantes, a medida que avanzan en su edad, es
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comun que aumenten de peso, aumento que en algunos casos puede
sobrepasar los 245 N de diferencia entre las curvas de la figura 17. En la
conclusiones se expondra de qué manera se propone en este proyecto
solucionar este inconveniente aprovechando los beneficios de la caracteristica
porosa del sustrato.
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Figura 17: Variacion de las curvas de la figura 16 con el peso corporal, para E=20,0 Mpa.
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Figura 18: Caudal circulante para distintas capadidades de
exudacion-absorcion del sustrato

La figura 18 muestra que a medida que el sustrato se torna mas poroso,
necesita cada vez menos del aporte del liquido circundante a la articulaciéon a la
vez que aumenta la cantidad de liquido aportada desde el sustrato. Por este
mecanismo, se reduce el coeficiente de friccion (hasta el € Optimo),
caracteristica que beneficiara el funcionamiento de la junta artificial para bajas
velocidades y cargas altas, caracteristicas de las protesis. Por ejemplo, en la
parte central del contacto (coordenada X=0), al pasar de un sustrato no poroso
(6=0,00) y E=20,0 MPa a otro con igual médulo elastico y con un 6 Optimo
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segun la figura 17 (6=0,0063), se produce un aumento del caudal circulante de
un 89%, mientras que el caudal entrante se reduce un 70%. A medida que la
diferencia del coeficiente de exudacion es mayor, este efecto se vuelve mas
notorio. De esta manera, las exigencias de la rodilla en la fase de
estancamiento se verian aliviadas por el efecto “esponja’ del sustrato
propuesto.

Estos resultados sostienen la argumentacion de que para la producciéon del
componente tibial seria realmente beneficioso utilizar materiales de baja
rigidez, cuyo médulo elastico se acerque a los valores que posee el cartilago
articular.

5 CONCLUSIONES

Se ha resuelto un modelo de lubricaciébn de junta sinovial con fluido no
newtoniano. La informacion obtenida de los resultados es extremadamente
dificil de obtener a traves de métodos experimentales.

Los resultados para rodilla natural muestran la alteracion de las variables del
sistema respecto al caso limite de fluido newtoniano y demuestran el beneficio
de la pseudoplasticidad del liquido sinovial al incrementarse por esta causa el
mecanismo de autolubricacion. Dicho incremento se asocia a una disminucion
adicional del coeficiente de friccion, lo cual indica que los cartilagos se
preservan del desgaste, en buena medida por la accién del liquido sinovial.

Por otro lado, El polietileno utilizado en la produccion del componente femoral
de las protesis actuales, al tener mdodulos elasticos superiores al cartilago
articular (algunos sobrepasan 1,0 Gpa), tienen poca capacidad de deformacion
y, por lo tanto, los canales de lubricacion con fluido sinovial no newtoniano
tienen dimensiones menores que el tamafio de las rugosidades de los
componentes protésicos (figura 11). Esto provocaria un contacto directo entre
las rugosidades del polietileno y las asperezas del metal correspondiente al
componente femoral, lo cual llevaria al conocido desgaste por abrasion,
mientras que los sustratos con moédulos elasticos del orden del cartilago
articular logran separaciones entre las superficies articulares varias veces
mayores que las rugosidades mencionadas.

Si bien los resultados se obtuvieron para un individuo de 735 N de Peso (75 Kg
de masa), la figura 19 muestra que las dimensiones de la minima separacién
entre las superficies protésicas se disminuye levemente para valores de carga
mayores al considerado en este trabajo, presentando variaciones
despreciables. Al pasar de un individuo de 735 N de peso a otro de 981 N (100
Kg de masa), el minimo valor del canal se reduce de aproximadamente 0,88
um a 0,83 um, variacion muy pequefia considerando la gran diferencia de
carga que soporta la prétesis (las cargas de la figura 19 corresponden a tres
veces el peso del individuo). Este argumento respalda la eleccion de un
sustrato de baja rigidez para cualquier carga considerada en funcién de
disminuir el desgaste abrasivo.
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Figura 19: Variacion del valor minimo del canal con la carga.

Por otro lado, este beneficio podria verse comprometido con la caracteristica
pseudoplastica del fluido sinovial (figura 12), la cual provoca reducciones
significativas del canal de lubricacion. Como la existencia del fluido sinovial no
s6lo no se puede evitar sino que ademas beneficia la reduccién del coeficiente
de friccion, este inconveniente se puede solucionar con la caracteristica porosa
del sustrato propuesto, la cual provoca un aumento del canal en el 92 % de la
extension de la zona de méaximo acercamiento de las superficies (figura 14).

Un analisis complementario de la figura 16 muestra que bajos coeficientes de
friccion podrian lograrse construyendo sustratos menos rigidos pero porosos,
como se indica a través de las flechas. Es decir, el bajo coeficiente de friccién
que promueve un sustrato rigido, puede obtenerse con otro sustrato mucho
menos rigido y con una cierta capacidad de exudacion. Dicha posibilidad
implica poder aprovechar los beneficios del mecanismo exudacion-imbibicién
en cuanto a contrarrestar el efecto de la pseudoplasticidad del fluido sinovial
qgue reduce el canal de flujo y aprovechar la deformabilidad del sustrato de baja
rigidez para generar canales de flujo mayores. Esta particularidad alejaria
definitivamente la posibilidad del contacto superficial de los constituyentes de la
proétesis, al menos en la mayor parte del contacto.

Incluir la capacidad de exudacién-absorcidn en el sustrato resulta beneficioso,
pero no seria conveniente construir sustratos con 6 optimo para el cual se logra
un minimo de friccidon, ya que es funcidén del peso del individuo. La figura 17
muestra la tendencia a aumentar del coeficiente de fricciobn para valores
superiores al @ 6ptimo. Si construimos un sustrato para un paciente de 490 N
de peso (una masa de 50 Kg) con un & 6ptimo, un aumento de peso llevaria a
la proétesis a funcionar en una zona de fricciones quizas mas elevadas que el
sustrato no poroso. Por lo tanto, es conveniente construir el sustrato para el
mayor peso estipulado para el paciente dentro de margenes aceptables (por
ejemplo sumarle 25 Kg a la masa actual), ya que un aumento eventual de peso
no provocaria fricciones muy elevadas.
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La mayoria de los esfuerzos actuales se centran en mejorar el UHMWPE del
componente tibial de las protesis de rodilla. Se han propuesto soluciones
mediante la implantacion ionica para la formacion de alumina sobre la
superficie metélica (lo cual reduce la friccién) [14], mejorando la compatibilidad
geométrica de los componentes, utilizando métodos de esterilizacibn menos
dafiinos para el polietileno [15] u otros procedimientos que reducirian el
desgaste en este polimero. Pero como se mostrd en este trabajo, debido a su
comportamiento mecanico (en el mejor de los casos) el UHMWPE tendra un
limite en la reduccion del desgaste si se siguen trabajando con los mismos
modulos elasticos que hasta el momento, ya que se haria muy dificil evitar el
contacto directo entre los materiales.

Algunos materiales estan siendo estudiados para reemplazo del cartilago
articular, como ciertos hidrogeles (N-vinilpirrolidona metil metacrilato [16]) o
algunos elastomeros (poliuretano de grado médico [16] ). De estos materiales,
los primeros concuerdan con las caracteristicas del sustrato propuesto en este
proyecto. Ademas de reducir la friccion en las fases de estancamiento y al
comienzo de la marcha luego de un periodo prolongado de reposo, mantienen
una pelicula lubricante entre las superficies en todo momento, lo cual se ha
medido mediante una técnica de interferometria Optica realizada en [16]. No
obstante, estos hidrogeles no han sido utilizados aun en la construccion de
proétesis de rodilla y se encuentran actualmente en estudio.
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APENDICE

La ecuacion constitutiva para el comportamiento pseudoplastico del fluido

sinovial es del tipo de ley de potencia:

r{au]“ L *Kauj
7=m—|,0 bienrt=n | —
oy oy

, denominada viscosidad equivalente.

n-1

donde 7" = rr{%;

Para obtener una ecuacion de Reynolds modificada para admitir esta
viscosidad variable con los gradientes de velocidad, utilizamos el método de
perturbacion seguido por Wang y Zhang en [ref]. Sea:

_ou

| = 2=
oy

y la velocidad del flujo, supuesta como Couette dominante:

u=u,+eu,

donde ¢ es un pequefio parametro adimensional.

Luego:
ou ou, ou, . ou, oy,
- = +g_:|, |O= e|1=_
a oy 0oy oy oy
Expandiendo 7 en serie de Taylor con centro en |,
o on’
=)+ (1= 1,) -
ol ),
-1, = M, +€6u1 _ Y, :gaul =n =77*(I0)+5I1(6ij
oy oy oy 0y a ),

o

Si denominamos

* * * a *
no=n (o) Yy Ulzll(a_yfllo
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N =noten
Luego, del balance de cantidad de movimiento diferencial:

ﬂ—@: 0 (ﬂ*l):@—g%

6y_6x @ X ox

donde ¢ es una funcion auxiliar

s

9 ( T+ *) 8u0+8%
oX ay o m ay ay

luego, operando, surge que

g% :i[n* aquJfgi[U*%”Lﬂ* auo]
ox oy "oy ) oyl oy "oy

de donde:

i(nﬁi aqu: 0= 7, M _cie
oy\ = oy oy

Como 7, solo depende de l,, ambos deben ser constantes en la direccion y

para cualquier posicion en X.

ou,
a_y:Cl =u,=Cy+C,

gue integrada con las correspondientes condiciones de contorno:

y=0, up=0; y=h, up=2V

Asimismo:

%:g(n*%m*woj
ox oyl "oy oy
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que integrada con las siguientes condiciones de contorno para us:

y=0,u1=0; y=h,u;=0

"o _%(ﬂjn_ s ty=y?)

ox \ 2v 2mn
Comou=u,+¢u, y g%:@
oX OX
v op( h)"™ 1 ,
Uu=—V——/| — —h —
hy 8x(2v] 2mn(y y)

Como el caudal de fluido es constante a lo largo de cualquier seccion de flujo,

se tiene:

n-1
@:Hmn(&j vh-q.
OX h h®

que es la Ecuacién de Reynolds modificada en forma diferencial. Si

Finalmente, la version integral utilizada en este trabajo, resulta:

h h?

o)=12n, [ H h(- oo)r} vh-q,
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