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RESUMEN

La ateroesclerosis provoca obstruccion parcial o total de arterias, constituyéndose
en una de las principales causas de decesos en los paises desarrollados.
Numerosas observaciones clinicas indican que la fluidodinamica juega un papel
importante en el desarrollo y evolucidn de esta patologia.

La investigacion mediante métodos no invasivos permite el estudio sistematico sin
exponer individuos a situaciones de experimentacion. Particularmente, los
modelos matematicos 3D axisimétricos son de mucha utilidad debido a que logran
capturar las caracteristicas fundamentales del flujo con gran economia de calculo
frente a modelos 3D sin simetrias.

En este trabajo se aprovecha la caracteristica simplificatoria de los modelos
axisimétricos para analizar la influencia de la frecuencia de un pulso senoidal de
caudal sobre el patrén de flujo en un tramo de un conducto que presenta una
estenosis. También se comparan predicciones de caidas de presidon medidas con
catéteres de longitud finita con las obtenidas simulando catéteres infinitos. En
ambos casos se resuelve un modelo compuesto por las ecuaciones de Navier-
Stokes y continuidad con condiciones iniciales y de borde apropiadas, utilizando
software de elementos finitos, construido al efecto en el primer caso y adquirido
en el segundo.

En la primera simulacion los resultados muestran que a mayores frecuencias de
pulsacion se reafirman las condiciones para la aparicion y/o crecimiento de placas
de ateroma y, en la segunda, que es pertinente la hipotesis de catéter infinito.
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INTRODUCCION

Una de las principales patologias que presenta el sistema circulatorio y principal
causa de decesos en los paises desarrollados lo constituye la ateroesclerosis.
Esta patologia consiste en una degeneracién de la pared vascular que se produce
en arterias, fundamentalmente en el territorio sistémico. Compromete asi a las
arterias coronarias, renales, carétidas, vertebrales, intracraneales, iliacas, de los
miembros inferiores, aorta y sus ramas abdominales. Dicha degeneracion
ocasiona un engrosamiento de la pared arterial y como consecuencia, una
disminucion en el lumen (estenosis), dificultando la circulacion de la sangre. Este
proceso provoca la falta de oxigeno en los tejidos irrigados por este vaso y si la
obstruccion es completa puede ocasionar la consecuente muerte (necrosis) de
dichos tejidos. Las placas de ateroma al crecer hacia la luz vascular, originan
obstrucciones de diferente grado con el consecuente aumento de la resistencia al
flujo sanguineo

Numerosas observaciones clinicas indican que la fluidodinamica juega un papel
importante en el desarrollo y evolucion de esta patologia (Nerem y Cornhill 1980).
Flujos lentos y/o con bajas tasas de deformacion podrian fomentar la adhesion de
monocitos a la pared vascular e influir en la transferencia de sustancias a la
misma (Das, Johnson y Popel 2000). Por otro lado, experiencias in-vitro indican
que la funcién y estructura celulares del endotelio son afectados por las fuerzas
cortantes que el flujo sanguineo le ejerce (Sato, Kataoka y Ohshima 1996; Kamiya
y Ando 1996), llegando incluso a dafiarlo en el caso que los esfuerzos sean lo
suficientemente intensos (Fry 1968). La comparacion de observaciones clinicas
con estudios in vitro y con simulaciones numéricas ha permitido establecer una
fuerte correlacion entre los sitios de localizacion preferencial de la lesion y los
lugares donde el flujo produce esfuerzos de corte bajos y oscilatorios (Ku 1997).

Las condiciones de flujo estan caracterizadas por los numeros de Reynolds y
Womersley. Este ultimo relaciona las fuerzas inerciales pulsatiles con las
viscosas. La frecuencia cardiaca —y por ende, el parametro de Womersley—
puede variar entre unas 70 y 180 pulsaciones por minuto, dependiendo de las
condiciones de ejercicio. Puesto que los sitios de lesion ateroesclerética estan
fuertemente relacionados con un caracter oscilatorio del esfuerzo cortante, el
efecto de la frecuencia cardiaca sobre esta variable amerita ser estudiado

Por otra parte, en el caso particular de las arterias coronarias que irrigan al
musculo cardiaco, una placa de ateroma puede provocar la necrosis de una zona
del corazon, lo que constituye un infarto de miocardio. De aqui la importancia del
estudio y caracterizacion de la hemodinamia en las estenosis (Anderson y col.
1986). Se han desarrollado diversos métodos para el tratamiento de esta
patologia; uno de ellos es la angioplastia por balén, la cual consiste en la
introduccién de un catéter mediante una guia. El catéter esta provisto de una
especie de globo o balon en su extremo que, al atravesar la estenosis, se infla
para comprimir la placa y provocar la dilatacion del canal de flujo. Este es un
método muy utilizado en la actualidad debido a su eficacia y relativamente baja
invasividad. Los catéteres utilizados para la angioplastia normalmente permiten la
medicion de la presion sanguinea. En su interior hueco ingresa sangre, la cual
permanece practicamente estancada durante el procedimiento; la presion de la



sangre es registrada por un sensor ubicado en el extremo proximal del dispositivo.
Por ello es comun la utilizacion de catéteres angioplasticos para la medicién de
presiones en cavidades del sistema cardiovascular o caidas de presion a través
de estenosis, que se registran ubicando convenientemente el extremo distal del
dispositivo.

Es evidente que la presencia del catéter dentro de la arteria provoca cambios en
las condiciones del flujo, con respecto a la situacion fisioldgica o basal, que se da
en ausencia del mismo. Esto hace que los valores de las caidas de presion
registradas por el dispositivo difieran de la producida en la condicién basal, lo que
puede conducir a una inadecuada interpretacion de la realidad. Este hecho se
pone de manifiesto en las grandes caidas de presion reportadas a través de las
mediciones (50 mmHg), que llegan a ser aproximadamente la mitad de toda la
caida de presion media temporal producida en las arterias coronarias y venas
(Back 1994).

La formulacion y utilizacion de modelos matematicos de fendmenos biolégicos,
permite el estudio sistematico sin exponer individuos a situaciones de
experimentacion. Por tal motivo, puede interpretarse que la utilizacién de modelos
suficientemente validados para la obtencidn de informacion de aplicacion clinica
constituye un método de diagndstico no invasivo. Particularmente, los modelos 3D
axisimeétricos son de mucha utilidad debido a que logran capturar las
caracteristicas fundamentales del flujo con gran economia de calculo frente a
modelos 3D sin simetrias. Ello debido a que la simetria axial transforma la
formulacién espacial de 3D a 2D al desestimarse las variaciones respecto a la
coordenada circunferencial.

En este trabajo se aprovecha la caracteristica simplificatoria de los modelos
axisimétricos, para obtener predicciones sobre flujos sanguineos mediante
recursos computacionales estandares y software de desarrollo propio. Un primer
objetivo lo constituye el analisis de la influencia de la frecuencia de un pulso
senoidal de caudal sobre el patron de flujo en un tramo de un conducto que
presenta una estenosis; este analisis es genérico y se realiza sobre una
obstruccion también de caracteristicas senoidales. Para tal fin, se plantea un
modelo compuesto por las ecuaciones de Navier-Stokes y continuidad, con
condiciones iniciales y de borde apropiadas. La técnica de resolucion se basa en
el método de Galerkin/elementos finitos de formulacion mixta velocidad-presion
sobre elementos bicuadraticos-bilineales de Lagrange. El dominio, no deformable,
se divide en una malla estructurada de cuadrilateros.

Un segundo objetivo del trabajo es modelar el proceso de medicién de la presion
sanguinea que realizan los catéteres angioplasticos (teniendo en cuenta que el
dispositivo posee una longitud axial finita) y comparar los resultados con aquellos
obtenidos al usar catéteres infinitos; de esta forma se pretende conocer el grado
de validez de la aproximacion usada en trabajos previos (Di Paolo y col. 2006). En
este caso, la solucion del modelo axisimétrico se logré mediante un paquete
comercial de célculo mediante elementos finitos.

Los resultados obtenidos permiten analizar la extension y duracion de los vortices
que se originan en la estenosis, como asi también la distribucién de esfuerzos
cortantes sobre la pared del conducto. De esta manera, se han identificado las
regiones donde se observan preferencialmente altos o bajos esfuerzos de corte,



los que han sido caracterizados mediante un analisis frecuencial de sus
componentes armonicas.

Por otra parte, se logré mostrar que a pesar de la fuerte influencia del tamano del
catéter sobre la caida de presion en la estenosis, no se alteran notablemente los
valores de esta variable al considerar un catéter infinito respecto de uno finito.
Esta situacion permite establecer que la aproximacion de catéter con longitud
axial infinita adoptada por Di Paolo y col. 2006, describe adecuadamente el
comportamiento de la variable de mayor interés: la caida de presién translesional.

ECUACIONES DEL MODELO GENERICO DE FLUJO AXISIMETRICO EN
CANALES RIGIDOS

Para la formulacién del modelo se consideré a la sangre como un fluido
incompresible y newtoniano. Aunque la sangre tiene un comportamiento reologico
mas complejo, para los caudales y radios de arteria estudiados en este trabajo, el
modelo newtoniano constituye una muy buena aproximacion (Banerjee y col. 1999
y Cho y col. 1991). Por simplicidad, en el tramo del conducto analizado, se
suponen validas las condiciones de simetria axial y rigidez de la pared arterial.
Esta ultima hipétesis es ampliamente aceptada, ya que en arterias pequenas se
ha demostrado que la influencia de la elasticidad sobre el flujo es despreciable
(Moayeri y col. 2003 y Back y col. 1996). Las dimensiones de la arteria también
tornan despreciables los efectos gravitatorios y se sabe que en estas regiones del
arbol circulatorio la sangre circula en condiciones de flujo laminar.

Bajo las hipotesis enumeradas en el parrafo anterior, el flujo esta gobernado por
las ecuaciones de continuidad y Navier-Stokes.

p(%+v-VvJ:—Vp+/N2v (1)

V-v=0 (2)
donde p es la densidad de la sangre y u su viscosidad dinamica.

Dado que los dos fendmenos estudiados corresponden a geometrias
axisimétricas, las ecuaciones (1) y (2) adimensionalizadas luciran:
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donde Re = pVR/u es el nimero de Reynolds y Wo = pwR% ues el nimero de
Womersley. En estas expresiones, R es el radio del tubo en una region sin



obstruir, mientras que  y V son, respectivamente, la frecuencia angular y
velocidad media maxima del caudal circulante. Las escalas caracteristicas
empleadas en las ecs. (3) y (4) son: V para las velocidades, R para las longitudes,
1/w para el tiempo y ©V/R para las tensiones.

Vale destacar que las ecuaciones (3) y (4) representan el flujo viscoso
incompresible en una gran cantidad de situaciones 2D en geometrias cilindricas
axisimeétricas. Son las apropiadas condiciones de contorno e iniciales las que
completan el modelo y distinguen un caso de otro como puede verse en las partes
| 'y Il de este trabajo.

PARTE I: ANALISIS DE LA INFLUENCIA DE LA FRECUENCIA CARDIACA
SOBRE EL FLUJO EN ARTERIAS CON ESTENOSIS

| -1 MODELO TEORICO:

El flujo sanguineo arterial es eminentemente pulsatil. Las ondas de presion y
caudal varian en un grado elevado, dependiendo de la ubicacidn dentro del
complejo arbol circulatorio. En esta parte del trabajo se pretenden analizar los
efectos generales que posee la variacidon de la frecuencia cardiaca sobre algunas
variables fluidodinamicas, principalmente el esfuerzo de corte que el fluido ejerce
sobre la pared de un vaso que presenta una estenosis. Las condiciones de flujo y
caracteristicas geométricas posen una enorme diversidad, de acuerdo a la
porcion del arbol circulatorio estudiado, e incluso entre distintos individuos para un
mismo vaso sanguineo. Por ello, se ha descartado la eleccion de parametros
especificos de una arteria particular: la configuracidon geométrica del dominio, el
pulso de caudal utilizado y los valores asignados a los numeros adimensionales
son genéricos, aunque éstos ultimos son caracteristicos de arterias de calibre
pequeno y mediano.

Se ha optado por una variacion temporal del caudal circulante (onda de pulso), de
tipo senoidal, cuya expresion adimensional es la siguiente si el mismo es medido
en unidades de VaR%:

Q = sen(t), (5)
La figura I-1 muestra un esquema del dominio del problema en la regién cercana
a la estenosis. Como puede observarse, la misma tiene forma sinusoidal, y en el
punto de constriccion maxima (z = 46) el radio del conducto es rest. La estenosis
esta caracterizada por su longitud adimensional Lest y el grado de obstruccion en

porcentaje de la seccion transversal original, G = (1— esr )x 100% .



= 05F

43 44 45 46 a7 48 49

Figura I-1: Esquema del dominio del problema en su region central, donde esta presente la
estenosis. La seccion de entrada se ubica en z = 0y la de salida en z = 92.

Las condiciones de contorno utilizadas para las ecuaciones (3) y (4) son:
Vi = oV /or =0 sobre la linea de simetria (r=0), v,=v,=0 en la pared (r=1),
ovi/dz = ov,/0z =0 en la seccion de salida (z = 92), y v, = U(r,t) en la seccién de
entrada (z = 0). Estos ultimos son los perfiles de velocidad correspondientes a un
caudal sinusoidal como el de la ec. (5) en un tubo sin estenosis, y que fueran
calculados por Womersley (1955). Se adopta como presion de referencia (p = 0) a
la existente en la seccidn de salida (z = 92).

Las simulaciones se inician con el fluido en reposo como condicion inicial. Se
extienden en el intervalo de tiempo 0 <t < 37, equivalente a tres semiciclos del
pulso de caudal. Sin embargo, a fin de descartar los efectos transitorios
generados por la condicion inicial, se analizan sélo los dos ultimos semiciclos.

| — 2 METODOLOGIA Y TECNICA NUMERICA

La técnica numérica utilizada para resolver las ecuaciones gobernantes (ecs. (3) y
(4)) esta basada en el método de elementos finitos con una formulacion estandar
(Wille, 1982). Por este motivo, la misma sera descripta solo de manera somera.

Para la discretizacion espacial de las ecs. (3) y (4), el dominio del problema fue
dividido en elementos cuadrilatedros de Lagrange, conformando una malla
estructurada. Se utilizé una formulacion mixta velocidad-presion, con funciones
base bicuadraticas y bilineales para aproximar las variables primitivas.

Luego del planteo de los residuos ponderados de Galerkin de las ecuaciones
gobernantes, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, las
que se discretizan mediante un sencillo esquema de diferencias finitas hacia atras
para las derivadas respecto al tiempo. El sistema de ecuaciones algebraicas no-
lineales resultante se resuelve en un lazo de Newton. El algoritmo se constituyd
en un programa de elaboracién propia en lenguaje FORTRAN, para la solucion
del sistema de ecuaciones en cada iteracion se utilizé en el paquete SuperLU
(Demmel y col. 1999).

Los parametros numéricos utilizados fueron los siguientes. La malla empleada en
las simulaciones constdé de 910x8 elementos en las direcciones axial y radial,
respectivamente, determinando un total de 70113 grados de libertad. El intervalo
0 <t < 3xfue dividido en 100 pasos de tiempo fijos.

| — 3 RESULTADOS Y DISCUSION
En todos los experimentos numéricos mostrados en este trabajo se utilizé un valor



fijo del numero de Reynolds, Re = 100. La geometria de la estenosis fue también
mantenida en todas las simulaciones, con una longitud Lest = 2 y un porcentaje
de obstruccién G = 75%. A los efectos de investigar la influencia de la frecuencia
del pulso de caudal sobre las variables fluidodinamicas, se exploraron diferentes
valores del numero de Womersley entre 5 y 20. El conjunto de parametros
utilizados podria ser —aproximadamente— el que caracteriza el flujo sanguineo
en las arterias coronarias. No obstante, debe tenerse en cuenta que este trabajo
no pretende analizar las condiciones especificas del flujo en una arteria en
particular, sino por el contrario, investigar algunos rasgos generales de la
hemodinamica en vasos sanguineos estenosados.

Los resultados obtenidos permiten observar en detalle la evolucion en el tiempo
de los campos de velocidad y presion. Sin embargo, existen numerosos trabajos
en los que se han estudiado en profundidad estas variables. Por esta razén, se
decidié analizar el comportamiento del esfuerzo de corte que el liquido ejerce
sobre la pared, 7(z,t), ya que es una variable de gran importancia desde el punto
de vista fisioldgico y fisiopatoldgico.

La figura 1-2 muestra la evolucién en el tiempo de la distribucion de esfuerzos
cortantes. Debido a la simetria temporal del pulso de caudal y espacial del
dominio, sélo se ilustran los intervalos de tiempo y espaciales de relevancia. Asi,
para 2zx<t<3x el caudal se encuentra en un semiciclo positivo, y las
recirculaciones se producen aguas abajo de la estenosis. Los graficos de la figura
[-2 son curvas de nivel |7(z,t)| = cn; los valores c, estan distribuidos de manera
logaritmica, y son los mismos para todos los numeros de Womersley estudiados.
En particular, se trazé también la curva #(z,t) = 0 en linea negra gruesa. La misma
permite identificar los lugares e instantes donde se produce el desprendimiento de
la capa limite y la formacion de los voértices.

Como puede verse, todos los graficos muestran algunas caracteristicas similares.
En la region de la estenosis, donde la seccion de paso se ha reducido a una
cuarta parte de su valor normal, se producen los esfuerzos de corte mas altos,
alcanzando magnitudes al menos un orden de magnitud mayor a las observadas
en un tramo recto. Aguas abajo del estrechamiento se aprecia que, casi al inicio
del semi-ciclo analizado, se produce una recirculacion cuyo tamafo va
aumentando hasta el instante en que el flujo sobre la pared invierte su direccion
(t~9) y el vortice se desprende de la pared. En cambio, aguas arriba de la
estenosis el flujo practicamente no se ve perturbado por la presencia de la misma.
Las diferencias principales entre los distintos casos radican en la extension de los
vortices y en la distribucién de los esfuerzos cortantes aguas abajo de la
estenosis. Como se vera, sin embargo, estas diferencias no son demasiado
importantes.

La figura I-2 muestra que el tamafio de las recirculaciones, hacia el final del semi-
ciclo, aumenta a medida que se incrementa el parametro Wo. En la figura |-3 se
grafica la longitud de los vortices en funcion del tiempo, para los diferentes
numeros de Womersley analizados. Las recirculaciones aparecen casi al inicio del
intervalo de tiempo analizado, aproximadamente en t ~ 6.5, aunque el instante en
el que se produce el desprendimiento inicial se retarda ligeramente a medida que
Wo aumenta. Hacia el final del ciclo (t ~ 9) los vortices se separan de la pared,
aunque con pequenas diferencias en el instante de tiempo particular (el fenémeno



ocurre antes a medida que Wo se incrementa). Es decir, los vortices estan
presentes un 80% del semiciclo. Durante las primeras 7/10 partes de su duracion,
la longitud de los vortices depende de manera inversa del Wo; el comportamiento
se invierte para los restantes 3/10 de su existencia. Las diferencias entre los
tamanos de las recirculaciones son mucho mas pronunciadas durante ésta ultima
fase.
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Figura I-2: Esfuerzo de corte en la pared en funcion de la posicion y del tiempo. Las graficas
muestran curvas de nivel de |7(z,t)|, espaciadas logaritmicamente, en el intervalo de tiempo
27 <t < 3, correspondiente al ultimo semi-ciclo, de caudal positivo. Se incluye en la parte superior
un contorno del tramo del dominio espacial analizado para una facil referencia. (a) Wo = 5, (b)
Wo =8, (c) Wo = 11, (d) Wo =15y (e) Wo = 20.



También se observan algunas diferencias en la distribucién de esfuerzos
cortantes aguas abajo del estrechamiento. En general se aprecia que los mismos
son algo mayores a medida que se incrementa el numero de Womersley. La
figura 1-4 muestra el promedio temporal durante un ciclo completo de las
tensiones de corte, en funcién de la posicion, para distintos valores de Wo. En ella
se aprecia que la influencia del parametro de Womersley es pequenfa, y solo es
apreciable en las regiones donde (z,t) es bajo. La simetria de las curvas se debe
a que el pulso de caudal y el dominio también lo son. Se puede apreciar que en la
region de maximo estrechamiento el valor medio de |#(z,t)| es superior a 60, es
decir, mas de 15 veces mayor al valor correspondiente a un flujo estacionario
Poiseuille (zpoi = 4) para igual numero de Reynolds en un tubo sin estenosis. El
esfuerzo cortante desciende rapidamente a medida que nos alejamos de la zona
estenosada (45<z<47). Como es de esperar, en los extremos del dominio,
donde el flujo es practicamente unidireccional, la media de 1(z,t) tiende
asintéticamente a cero. En cambio, el promedio de |7(z,t)| tiende asintéticamente a
un valor entre 0 y 4, que se incrementa a medida que aumenta Wo. La figura |-4
(c) permite identificar ademas regiones muy cercanas a la estenosis donde el
esfuerzo cortante es particularmente pequefo. En z ~46.95 el valor medio de
| (z,t)| no alcanza a 2. Esta region también es apreciable en la figura I-2.
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Figura I-3: Tamario de las recirculaciones formadas aguas abajo de la estenosis, en el intervalo de
tiempo correspondiente al tercer semiciclo (donde el caudal es positivo) para diferentes valores del
parametro Wo.

Con el objeto de continuar analizando el efecto de la frecuencia del pulso sobre
las tensiones de corte, se eligieron algunos puntos particulares a lo largo de la
coordenada axial donde se estudiara en detalle la evolucion en el tiempo de 7(z,t)



durante un ciclo completo, 7<t < 3z La figura I-5 muestra las variaciones en el
tiempo de esta variable, para z =46, 47, 50, 53 y 92. Estas posiciones
corresponden, respectivamente, al punto de maximo estrechamiento, al lugar
donde se registran menores valores medios de |7(z,t)|, a dos puntos arbitrarios
aguas abajo de la estenosis y al extremo derecho del dominio de célculo. Esta
ultima se adopto a los efectos de tener una referencia, ya que en esta localizacion
el flujo es unidireccional. Las tensiones de corte correspondientes a un cauda
senoidal (ver Womersley, 1955) tienen también la forma de una oscilacidn
armonica pura, aunque con un desplazamiento de fase. Esto puede confirmarse
visualmente en la figura I-5, y fue verificado mediante un analisis frecuencial de
las soluciones numéricas. El efecto del numero de Womersley es incrementar las
tensiones tangenciales maximas y producir un pequefio adelanto de fase.
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Figura I-4: Media temporal (en el intervalo #<t < 37) de #(z,t) y de |7(z,t)| en funcién de la
coordenada axial, para distintos valores del numero de Womersley. A la derecha se muestran

ampliaciones de la region central de la grafica, donde se registran —en zonas muy cercanas— los
esfuerzos de corte mayores y menores.



Como puede observarse en la figura I-5, la tension de corte en el centro de la
estenosis posee una forma aproximadamente senoidal, practicamente en fase con
el caudal. Los valores maximos alcanzados no superan 110, casi 28 veces el
correspondiente a un flujo Poiseuille (zpoi = 4). No existen diferencias visualmente
apreciables para los diferentes nimeros de Womersley explorados. Las curvas
correspondientes a z=50 y 53 muestran un comportamiento en comun. En
ambos casos, durante un lapso de tiempo (3.5<t<6.5 para Wo =5,
45<t<6.75 para Wo=11y 5<t<7 para Wo = 20) el esfuerzo de corte en
estas posiciones es practicamente igual al que se registra en un conducto recto
sin estenosis (como en z = 92). Poco después del comienzo del tercer semiciclo
(t > 27) se produce el desprendimiento del flujo sobre la pared de la estenosis y la
formacion de una recirculacion aguas abajo de la misma. Aquellos lugares
abarcados por el vortice registran un valor de 7(z,t) negativo. Este es el
comportamiento observado en z = 50 y 53, y como resulta légico, el fendmeno se
observa con un pequefo retraso en el caso del ultimo punto. En estas
localizaciones, se observa un esfuerzo de corte promedio inferior al que se ve
para z = 92. La influencia del parametro de Womersley es pequefia, apreciandose
un incremento en los valores maximos de |7(z,t)| y un retardo del instante donde el
vortice alcanza estos lugares. El punto z =47, donde se observan las tensiones
tangenciales menores, muestra un comportamiento distinto a todos los otros
casos. Practicamente durante todo el ciclo el esfuerzo de corte en este lugar es
negativo, excepto durante un breve lapso entre t ~6 y t ~ 6.5. La magnitud de las
tensiones es inferior en el periodo 27 <t < 37z que durante el intervalo 7<t< 2.
Como puede apreciarse, el parametro de Womersley tampoco tiene demasiada
influencia sobre 7(z,t) en este punto.
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Figura I-5: Evolucién temporal del esfuerzo de corte, para distintas posiciones a lo largo de la
coordenada axial y distintos valores del numero de Womersley. Debido a la disparidad de valores
observados, se utilizaron diferentes escalas para algunas de las curvas.



A fin de obtener informacién adicional, se realizé un sencillo analisis frecuencial
de las tensiones de corte ejercidas sobre la pared, mediante la descomposicion

de Fourier de esta variable:

r(zt)=a,(2)+ Zn: a, (z)sen[nt + ¢, (2)]

(6)
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Figura I-6: Primeros coeficientes de la expansién de Fourier de #(z,t) en funcién de Wo, para
diferentes localizaciones axiales. El analisis se realizé en el intervalo de tiempo z<t< 3.

La figura 1-6 ilustra los coeficientes a,(z) correspondientes a los primeros 6
modos (ao(z) se muestra en la figura |-4) para los mismos puntos seleccionados
en la figura I-5. Como puede verificarse, el esfuerzo de corte en z=92 es
practicamente un armonico puro. La amplitud de este modo (ver as(z = 92) en
la figura 1-6) es algo superior a 4 —el valor correspondiente a un flujo
Poiseuille— y la misma crece ligeramente con el aumento de Wo. El analisis
del esfuerzo para z =46 (centro de la estenosis) confirma que el modo
fundamental (a1) es al menos un orden de magnitud mas importante que los
armonicos impares que se observan (ver as y as en la figura 1-6). Tampoco en
este caso existe una influencia remarcable del parametro frecuencial,
observandose un pequefio incremento de a4 con el Wo. De hecho, el efecto de
este parametro sobre las tensiones observadas en los tres puntos restantes
también es escaso, observandose en general un leve incremento en la
magnitud de las componentes frecuenciales con el aumento de Wo. En estos
lugares (z =47, 50 y 53) las amplitudes de los distintos modos no son tan
disimiles: los valores de a4 son solo un orden de magnitud mayores a los de as.
En particular, los coeficientes correspondientes a z =50 y 53 son similares,
mientras que los observados para z = 47 son algo menores.

| —4 CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos indican que, para el rango de parametros y
configuracion geométrica estudiados, el numero de Womersley no tiene gran
influencia sobre las tensiones de corte ejercidas sobre la pared. En general, se
observa que los valores maximos, registrados en la region estenosada, son
practicamente independientes de Wo, mientras que en las zonas donde existen
recirculaciones y los esfuerzos cortantes son menores, el efecto de la
frecuencia del pulso es un poco mas notable. En estas regiones se observa, en
general, un incremento moderado de 7(z,t) a medida que se incrementa Wo. El
caracter oscilatorio de las tensiones es mas complejo en las regiones de
vortices, lo cual se ve reflejado en la magnitud relativa de las diferentes
componentes frecuenciales de Fourier de las mismas.

PARTE II: ESTUDIO COMPARATIVO DEL FLUJO EN ARTERIAS
PARCIALMENTE OBSTRUIDAS CON LA PRESENCIA DE UN CATETER
ANGIOPLASTICO: CATETER FINITO VS. CATETER INFINITO

Il — 1 MODELO TEORICO

Las figurasll-1 y I1l-2 muestran las diferentes geometrias axisimétricas
utilizadas para representar el dominio fisico. Si bien cada placa de ateroma
posee una geometria tridimensional unica que deberia ser fielmente
representada si se desea describir el flujo en ella con suficiente exactitud y
detalle, el objetivo de este trabajo es realizar un analisis mas general, no
circunscripto a una geometria tan especifica. Los dominios fisicos analizados
en este trabajo (ver figuras II-1 y |I-2) constituyen geometrias patrén, similares



a las utilizadas por Banerjee y col. 1999 y Banerjee y col. 2000 para
representar estenosis arteriales, construidas a partir de imagenes
angiograficas. Las mismas estan divididas en distintas regiones, numeradas del
| al VII. En este trabajo se considera que la forma de la pared arterial es la
misma (Moyaeri y col. 2003), ya sea con el catéter introducido o sin él. Dicha
hipotesis parece razonable debido a la rigidez que presentan estas estructuras,
como consecuencia de la calcificacion que normalmente experimentan (Rubin y
col. 1992). Es claro que con este procedimiento no se pueden captar las
caracteristicas tridimensionales de la placa, pero como mostraron a través de
varios resultados Di Paolo y col. 2006, la influencia de la lesion en la caida de
presion depende casi por completo de la longitud del canal y el grado de
obstruccion. Esto otorga cierta confianza de que mediante la forma propuesta,
se puede caracterizar un numero importante situaciones fisiopatolégicas.

La figura lI-1 corresponde a los casos donde se ha insertado un catéter; el
esquema de la figura Il-1a muestra la situacién denominada aqui como “catéter
infinito” (Cl), donde el mismo atraviesa toda la extension del dominio a lo largo
de la coordenada axial, mientras que en las figuras II-1b y II-1c se observa que
el extremo del catéter se ubica en las cercanias de la estenosis (aguas arriba o
aguas abajo), y por lo tanto estos casos se refieren como “catéter finito” (CF).
Si bien estos dispositivos son huecos en su totalidad, debido a que la sangre
alojada alli se encuentra practicamente estanca, aqui se adopté una longitud
finita para esta region. En la figura 1I-2 se ilustra la situacion donde el catéter
no esta presente, denominada “sin catéter” (SC). En todos los casos, la
estenosis produce una oclusion maxima determinada por el radio minimo de la
pared arterial, Rg, que genera una obstruccion porcentual de la seccién del

vaso dada por
2
Gy = {1—(%] }100%

donde R es el radio de la arteria “sana”. Los parametros geométricos restantes
son: (i) R¢, radio del catéter; (ii) Lj,..., Lvi, longitudes de las regiones de los
dominios correspondientes; (iii) I, longitud del interior del catéter; (iv) Ppunta,
posicion del extremo del catéter; (v) T, periodo del pulso. Cabe destacar que en
el caso CF, se adoptd que Ppunia Se localizara 5R aguas arriba de la region Il y
5R aguas abajo de la region V.
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Figura 1I-1;: Dominio de flujo, en presencia de un catéter introducido: a) Catéter Infinito (Cl) b)
Catéter Finito aguas arriba (CF) c) Catéter finito aguas abajo (CF). Las longitudes estan
adimensionalizadas con el radio de la arteria (r =r/R y z =z/R).
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Figura 11-2: Dominio de flujo en condicion basal, o sea sin catéter presente (SC). Las longitudes
estan adimensionalizadas con el radio de la arteria (r =r/R y z =z/R).

Las condiciones de contorno para el sistema formado por las ecuaciones (3) y
(4) (ver ademas los esquemas de las figuras II-1 y 1I-2) son las siguientes: (i)
sobre la pared arterial no hay deslizamiento, v, = v, = 0; (ii) en las paredes del
catéter v, = v, = 0; (iii) en la secciéon de “salida”, ubicada aguas abajo de la
estenosis, se impone 0v,/0z =ov/oz =0; (iv) en la seccion de “entrada”,
suficientemente aguas arriba de la obstruccion, se impone un perfil de
velocidades v, = U(r,t), el cual determina un caudal instantaneo (Q(t)) variable a
lo largo del intervalo temporal de simulacién, correspondiente a un ciclo
cardiaco (0 <t<T). En el caso en que el catéter estuviera presente (figura II-

’ 200 (&) o (% ]
T ]

mientras que si el mismo no estuviera inserto (figura II-2), las condiciones de
borde (ii) cambian por: ov,/or =0y v, =0, en la linea de simetria. La velocidad
v, = U(r,t), en la seccién de entrada en este caso es:

U= Zﬂ%(? {1_[@ } (9)

Notese que estos perfiles de velocidad son de tipo Poiseuille. Si bien el
fendmeno es pulsatil, los perfiles (8) y (9), para cada tiempo, son validos si se
imponen lo suficientemente lejos de la estenosis (DI Paolo y col. 2006). El
caudal instantaneo (Q(t)) se muestra en la figura 11-3 de manera normalizada,

u(,t)=

entre 0 y 1; su valor medio a lo largo del ciclo es Q,, = IOT Q(t)dt/T y representa

aproximadamente un 53,7% del caudal maximo. La presion de referencia,
p = 0, también es especificada en la seccion de “entrada”.
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Figura 1l-3: Caudal instantaneo a lo largo del intervalo de simulacién, correspondiente a un ciclo
cardiaco. La curva se ha normalizado entre 0 y 1, ya que en el trabajo se han utilizado
diferentes valores del caudal medio.

I -2 METODOLOGIA Y TECNICA NUMERICA

El modelo se resolvié mediante la utilizacién de software comercial, COMSOL
Multiphysics 3.2a, que implementa el Método de los Elementos Finitos para
resolver el sistema de ecuaciones (3) y (4) y sus condiciones de contorno. Se
utilizd una malla no estructurada de elementos triangulares de Lagrange,
cuadraticos para las componentes de velocidad y lineales para la presion. El
paso de tiempo se selecciona automaticamente, aunque se impuso que 200
instantes de tiempo equidistante entre si sean almacenados para posprocesar.
El sistema de ecuaciones algebraicas resultante se resolvidé por método directo
(biblioteca SPOOLES). El programa se ejecuté sobre una PC con procesador
Pentium IV de 3 GHz y 2 GB de RAM.

Las mallas utilizadas en cada caso se refinaron en forma conveniente en cada
region, especialmente en Ill, IV y V, hasta que se logré una adecuada
descripcion del flujo y se verificé la independencia de los resultados con la
discretizacion; una malla tipica para este problema posee 43000 elementos.

Il — 3 RESULTADOS Y DISCUSION

Como se mencionara previamente, el objeto de este trabajo es modelar el
proceso de medicion de la presidn sanguinea que realizan los catéteres
angioplasticos (teniendo en cuenta que el dispositivo posee una longitud axial
finita) y comparar los resultados obtenidos con los correspondientes para



modelos con catéteres de longitud infinita. Para ello se realizé una serie de
experimentos numéricos utilizando valores tipicos de las variables fisiologicas,
en situaciones que contemplaron catéteres finitos (ubicados aguas arriba vy
abajo de la estenosis), catéteres infinitos y ausencia del catéter. En todas las
simulaciones numéricas presentadas en este trabajo se emplearon las
siguientes magnitudes de los parametros fisicos:

p=1.05x10°kgm™>; u=3.45x10"°Pas; R=15mm; T =0.8s;
L, =9R L, =4R L, =2667R L, =1.333R;
L, =0.667R, L, =5.333R, L, =10R (20)
Q,, =10mImin~*,30mImin~*,50mImin™; R, =0.2R,0.3333R,0.4R,0.4667R;
Gy =63%,70%; |=4R P,,..=—-R13.667R,

punta

En (10), Lx representa la longitud axial de la region X, segun estan definidas en
la figura 1l-1. El caudal instantaneo varia a lo largo del ciclo cardiaco de
acuerdo al pulso de la figura II-3, equivalente al utilizado por Banerjee y col.
1999, el cual fue obtenido mediante mediciones por ultrasonido Doppler en
arterias coronarias de individuos sanos. Esta condicion se impone en la seccidn
de entrada mediante las ecuaciones (8) y (9). Sin duda la variable de mayor
interés en la disciplina médica es la caida de presiéon que se produce en la
estenosis, a partir de cuya medicién el profesional puede evaluar el riesgo de la
lesion previo a la intervencion y la eficacia del procedimiento una vez que la
estenosis ha sido tratada por angioplastia. Por esto, y por razones de espacio,
los resultados presentados a continuacion se abocaran casi por completo al
analisis de la caida de presidn mencionada.

Los resultados estan organizados de la siguiente manera: en primer lugar se
realiza la validacion de los resultados obtenidos utilizando el software
comercial, comparandolos con resultados previos obtenidos por los autores de
este trabajo, utilizando cédigos de elementos finitos construidos ad hoc; luego,
se ilustra brevemente la influencia que produce la introduccion de un catéter en
el campo de velocidades vy, finalmente se comparan las diferencias entre las
mediciones de caida de presion que se registrarian con un catéter finito frente a
las de un catéter infinito.

Il —3 -1 Validacién

Di Paolo y col. 2006 validaron el modelo para fluido Newtoniano y su algoritmo
de solucidén, con resultados publicados por Banerjee y col.1999, trabajo en el
cual se empled el modelo de Carreau para la descripcion del comportamiento
reoldgico de la sangre. Ese estudio permitid validar adecuadamente la
utilizacion del modelo Newtoniano, en particular para los caudales medios mas
bajos donde tienen mayor influencia las caracteristicas no Newtonianas (Cho y
col. 1991).

Para comparar los presentes resultados con los de Di Paolo y col. 2006, en
este trabajo se empled el conjunto de parametros (10) con Gest = 63 %, Rc =
0,7 mmy Qn = 10, 30 y 50 mI min™"; los resultados se presentan en la figura Il-
4. Todas las curvas mostradas en la figura Il-4 corresponden a la presién
actuante sobre la pared del conducto en las regiones Il a VI, en funcion de la
coordenada axial, para el instante del pulso cardiaco en el cual se produce el



caudal maximo (t = 0,42 s) y se presentan en las dimensiones mas usuales de
la disciplina médica (mmHg). La buena concordancia de los resultados
obtenidos con el software COMSOL y aquellos publicados por Di Paolo y col.
2006, validan adecuadamente la utilizacién del programa comercial.
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Figura 4: Presion en funcion de la coordenada axial.
lI- 3 -2 Influencia del catéter en el campo de velocidades

En la situacion fisioldgica/clinica real, a medida que la seccion transversal del
vaso se vaya ocluyendo, con la introduccion del catéter se producira una
disminucién del caudal circulante a pesar de que el organismo intente
mantenerlo. El grado de disminucion del caudal dependeria, entre otras
variables, de la relacidén entre la resistencia al flujo del tramo arterial bajo
estudio y la que posee la intrincada red vascular que se relaciona con el vaso
analizado. Resulta claro que calcular la reduccion del caudal producida por el
bloqueo de un tramo arterial es sumamente complejo, por lo que deberia
recurrirse a técnicas de medicion tales como ultrasonido Doppler para
conocerla. Aun asi, los datos obtenidos tendrian la incertidumbre de la
medicion realizada, y deberian obtenerse sobre una muestra representativa de
especimenes, que posean distintos grados de estenosis, usando ademas
catéteres con diferentes diametros. Debido a las dificultades que reviste la
obtencion de la disminucion del caudal para un grado de bloqueo determinado,
en este trabajo, al igual que en otros previos (Back 1994, Sarkar y col. 1998,
Dash y col. 1999 y Di Paolo y col. 2006), se opté por mantener constante el
valor de Qn, al comparar resultados entre las situaciones SC, Cl y CF.

Para ilustrar el procedimiento de introduccion de un catéter angioplastico en un
tramo arterial parcialmente obstruido, se obtuvieron resultados para el conjunto
de parametros (10) para Gest = 70 % y Qm = 50 ml min™, en cuatro situaciones



diferentes: SC, CF aguas arriba y aguas abajo de la estenosis, y por ultimo CI.
Las cuatro graficas de la figura 1l-5(a-d) muestran un mapa de colores de la
magnitud (con signo) de la componente de velocidad axial adimensional, y
corresponden al instante del pulso cardiaco en el cual se produce el caudal
maximo (t = 0.42 s).

En la figura 5a se muestra la situaciéon SC (o fisiopatologica real), y se puede
apreciar como la magnitud de la velocidad axial se incrementa notablemente al
reducirse la seccion de flujo en la regidn de la estenosis. En la figura Sb el
catéter se ha introducido hasta una posicién 5R antes del comienzo de la zona
[Il (canal convergente). Con el catéter colocado en esta posicion se puede ver
que el flujo en la estenosis no se ve practicamente alterado con respecto a la
situacién anterior, dado que el caudal Q. se mantiene constante. En esta
posicion del catéter es donde se toman los registros aguas arriba de la
estenosis en lo resultados que se veran luego. Por ultimo, las figura 5c y figura
5d muestran el catéter con su punta ubicada aguas abajo de la estenosis y
cuando ocupa toda la longitud axial del dominio (Cl), respectivamente. Se
puede ver que con la punta del catéter ubicada en dicha posicién (5R a la
derecha de la zona V) hay poca influencia sobre el flujo en la region del canal
(zona IV). Sin embargo, el registro de la presidn se realiza en el interior de la
punta para el caso del CF y sobre la pared exterior del catéter para el CI.
Obviamente, las condiciones de flujo son diferentes en ambas situaciones y
mas adelante se van evaluar dichas diferencias.

R a a 10 15 20

Figura 1I-5: Influencia del Catéter en la componente de velocidad axial: a) SC b) CF aguas
arriba de la estenosis ¢) CF aguas abajo de la estenosis d) Cl.
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Figura 11-5 (Continuacion).



Il - 3 -3 Influencia del radio de un catéter angioplastico en la caida de
presion transestenotica

La medicion de la caida de presion se consideré como la diferencia de presion
aguas abajo y aguas arriba de la estenosis, tomada en ciertos puntos de
acuerdo con el siguiente criterio (ver figura 11-6). Para los casos con CF la
presion se registro dentro del liquido estanco alojado en la punta del catéter.
Para los casos con ClI, las presiones se registraron sobre la pared del catéter,
en las posiciones axiales coincidentes con los extremos de la punta del catéter.
Para el caso SC las presiones se tomaron en las mismas coordenadas axiales
que en el caso ClI, pero sobre la linea de simetria de la arteria. Los resultados
se obtuvieron para el conjunto de parametros (10) para Gest = 70 %, Qm = 50 ml
min”y Rc =0.3,0.5,0.6 y 0.7 mm.
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Figura 11-6: Esquema de las coordenadas donde se registran las presiones, aguas abajo y
arriba de la estenosis, para los diferentes casos analizados: circulos rojos (CF), pentdgonos
verdes (Cl) y cuadrados azules (SC).

La figura II-7 muestra la caida de presion en funcion del tiempo que se obtuvo
para varios tamanos de catéteres infinitos. Puede apreciarse claramente que
todas las curvas presentan una morfologia similar a la del pulso de caudal
instantaneo de la figura 1I-3. Esto sugiere que los efectos de aceleracién local
son pequefos y que la solucion no-estacionaria corresponde aproximadamente
a una sucesion de estados cuasi-estacionarios (Banerjee y col. 1999). Esto
esta sustentado a través del calculo del nimero de Womersley (Wo=pR?/T ),
que en este caso particular posee un valor pequefio (0,856). Adicionalmente,
se advierte que al aumentar el radio del catéter se incrementa la caida de
presion como consecuencia del mayor grado de obstruccion resultante. Nétese
que en la figura II-7 se ha omitido la curva para la condicion SC dado que se
encuentra fuera de escala, alcanzando tan solo 5.3295 mmHg para el maximo

caudal.

La semejanza entre las curvas de caida de presidén y caudal indica que son
aproximadamente proporcionales; por ello se observa casi el mismo valor de
AP en los instantes de tiempo donde coincide el caudal instantaneo (Q(t)). Por
tal motivo, en la figura II-8 se ilustra la caida de presion en funcién del caudal
instantaneo, para los resultados de la figura |I-7. En ella se puede ver que la
caida de presion crece y decrece en funcion del caudal recorriendo
practicamente el mismo camino; es decir, la histéresis del ciclo es



practicamente despreciable.
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Figura 1I-7: Caida de presion transestendtica para Cl.

Ademas de los registros de caida de presion para los casos con Cl, en la figura
[I-8 se han incluido las mediciones realizadas para los casos con CF. La
observacion de estos resultados indica que las diferencias entre las mediciones
de caida de presion con Cl y CF son despreciables. A modo de ejemplo, las
mayores diferencias en las graficas corresponden a R, = 0,7 mm y son 1,5
mmHg para Q(t) =70 ml min”, donde la caida de presiéon se encuentra
alrededor de los 200 mmHg: esto indica que las diferencias porcentuales son
menores al 1%.

Los resultados de figura 1I-8 sugieren, por lo tanto, que para obtener una
estimacion razonable de la caida de presion que registraria un catéter
angioplastico, no es necesario describir con exactitud la geometria de su punta
o extremo; para ello bastaria con realizar simulaciones con un catéter infinito
del mismo radio y tomar los registros de presion en las posiciones donde se
ubicaria la punta del catéter. Esta metodologia simplifica mucho las
simulaciones, ya que el dominio y su discretizacion son mucho mas
complicados para el caso de CF.
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Figura 11-8: Comparacion caida de presion con Cl y CF para diferentes radios de catéter.

I —4 CONCLUSIONES

Los resultados, obtenidos para el conjunto de parametros utilizados por Di
Paolo y col. 2006, muestran que a pesar de la fuerte influencia del tamafio del
catéter sobre la caida de presidon en la estenosis, no se alteran notablemente
los valores de esta variable al considerar un catéter infinito respecto de uno
finito. Esta situacion permite establecer que la aproximacién de catéter con
longitud axial infinita adoptada por Di Paolo y col. 2006, describe
adecuadamente el comportamiento de la variable de mayor interés —la caida de
presion translesional— con un modelo geométricamente mas sencillo y con un
menor costo computacional.

CONCLUSIONES GENERALES

En este trabajo se han analizado fendmenos de flujo sanguineo pulsatil a
través de la solucién de modelos simplificados por la suposicién de geometria
axisimétrica. En todos los casos estudiados se supuso un tramo de conducto
parcialmente obstruido, con una forma rigida conocida, siendo los parametros
utilizados caracteristicos de arterias de pequefio y mediano calibre.

Primeramente se analizo la influencia de la frecuencia de un pulso de caudal
senoidal conocido sobre las variables hidrodinamicas fundamentales: presién y
velocidad. Particularmente, fueron analizadas indirectamente mediante el
esfuerzo cortante en la pared arterial (obtenido mediante un posproceso),



variable que se supone de fundamental importancia para la aparicion y/o
crecimiento de las placas obstructivas.

Las soluciones numéricas se obtuvieron mediante una técnica basada en el
método de elementos finitos, con una formulacion estandar. Los resultados
obtenidos indican que, el efecto de la frecuencia del pulso es un poco mas
notable en las zonas donde existen recirculaciones y los esfuerzos cortantes
son menores. En estas regiones se observa, en general, un incremento
moderado del esfuerzo de corte oscilatorio, a medida que se incrementa la
frecuencia del pulso.

Analisis de este tipo podrian ser de interés en el estudio de la evolucion de una
patologia ateroesclerdética incipiente y/o en desarrollo, dado que otros autores
han encontrado una fuerte correlacion entre la localizacion de la lesion con los
sitios donde el esfuerzo de corte es particularmente bajo y de caracter
oscilatorio. En estos nuevos estudios seria importante la utilizacion de modelos
mas realistas desde el punto de vista geométrico.

En segunda instancia, siguiendo con la utilizacion de modelos axisimétricos, se
modelé el proceso de medicion de la presidn sanguinea que realizan los
catéteres angioplasticos (teniendo en cuenta que el dispositivo posee una
longitud axial finita) y se compararon los resultados obtenidos con los
publicados para modelos con catéteres de longitud infinita. EI modelo en
ecuaciones fue resuelto mediante un algoritmo computacional basado en el
Método de los Elementos Finitos utilizando software comercial; este modelo fue
validado con resultados previamente publicados. Los resultados indican que la
suposicion de catéter con longitud axial infinita describe adecuadamente el
comportamiento de la variable de mayor interés: la caida de presion
translesional. De acuerdo a ello, tanto el modelo como la técnica de solucion,
resultan mucho mas sencillas y demandan un menor costo computacional.

Ambas partes de este trabajo muestran la utilidad de las geometrias
axisimétricas para la construccién de modelos de flujo que permitan obtener, de
un modo no invasivo, un reflejo cualitativo y cuantitativo de las principales
variables que dominan el flujo. Esta ventaja se acrecienta habida cuenta de que
dichos modelos se resuelven con fuerte economia de calculo respecto a
modelos 3D, demandando s6lo recursos computacionales estandares.
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